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Exercice 1 :

Soit X(f) la transformée de Fourier dun signal réel x(t). Montrer que le module de X(f),

X(f)| est une

fonction paire et que son argument /X ( f') est une fonction impaire.

Par définition : X (f) = Tx(t)eﬂﬂﬂdt = Tx(t) cosQ2aft)dt — | Tx(t) sin(2aft)dt = a — jb.

—0 —0 —00

De méme, on a: X(—f)=a+ jb. X(f) et X(-f) étant conjugués, ils ont le méme module et sont d’argument
opposé, ce que 'on vérifie : |X(f)| = |X(—f)| =~a’ +b* (le module est pair).
Et: ZX(f)=—4X(-f)= —Arcz‘gé (l'argument est impair).

a

Exercice 2 :
Soit le signal continu périodique x(t) suivant, de période T=2r :

Montrer que le développement en série de Fourier de x(t) est donné par :

() = A +£i sin(n/”tz;)cos(nt) _

n=1

Le signal x(z) étant pair, les coefficients b, sont nuls, le développement en série de Fourier s’écrit :

S t 2 17 17
x(t)=a, + ;an cos(27m Tj =a,+ ’;an cos(nt), avec: a, = gix(t)dt = E_Ldt =1 et:
V4 An . Am . . .
t A -ni A
o = 2 J-x(t) cos(nt)dt = 1 J.cos(nt)dtl sin(nt) _ 1 sin(ndz) _ sin(—nAr) _2 sin(nAr) .
27 . T s Vs n |, n n V4 n
D’ou le résultat cherché.
Exercice 3 :
Déterminer la transformée de Laplace du produit de convolution suivant :
t t
F(O*g() = j t(l—e )z = j (t—cNi—e )z, oufig=t.1() erg(t)=(1-¢"). 1(1).
0 0
Veérifier le résultat obtenu par calcul de I'intégrale de convolution.
1 (1 1 1 1 I 1 1 1 ) . ,
L[f * g] = F(5).G(s) = S—z(; — mj = P m = P + STl (décomp. en éléments simples)

x(t)

Par transformée de Laplace inverse, il vient: f * g = (0.5t2 —t+l-e"' )l(t) . D’autre part :

f*g =j.z'(1 —e 0 )dr =jra’r —e! jre’dr ={§}
0 0 0

Exercice 4 :
Soit le filtre RL représenté sur la figure ci-contre,
d’entrée x(t) et de sortiey(t) :

! 2

_ef([fer]:) _j.erdrj:%_e[(tet _(ez _1))2%—Z+1—e|7l .
0

0




a) Déterminer sa fonction de transtert G(s).
R
b) Montrer que sa réponse impulsionnelle est donnée par g(t)=0(t)— (R/ L)e L, 1(¢).

¢) Etablir I'expression de sa réponse indicielle.

2) Ona:X(s)=RI(s)+Ls.(s); Y(s)=Ls.I(s);d'ot G (S)i)i((?) i KL

R/L o .
b) En remarquant que G(S)ZI—%/L, le résultat cherché vient immédiatement par transformée de
s
Laplace inverse.
c) Laréponse indicielle est la réponse a un échelon, on a donc :
s 1

1 &
—= ,d, ‘: t= th .
STRILs serp ouy0=e 10

Y(s)=G(s)X(s) =

Exercice 5 :
Etablir les conditions pour qu'un signal, constitué dune sinusoide d temps discret, x(n) = Sin(won), soit
périodique.
Le signal étant discret, sa période est un entier N. On a dans ce cas :Sin(a)on) = Sin(a)0 (n+N )) Pour que
cette égalité soit vérifiée quelque soit n, il faut @,(n+N)=w,n+2kr (k entier). En effet,

®,(n+N)=r—wyn+2kr n’est possible que si @, varie avec n. La condition est donc : o,N =2k7 .

. k . k . . .
Soit : @, =27TN, c'est-a-dire f, N k et N étant entiers, la fréquence f; doit donc étre rationnelle.

Exercice 6 :
Un signal modulé en amplitude, x(t) = sin(4w,t).cos(2m,t) , est échantillonné avec une période Te=7/(3 w().
Pl Sin(p+qjcos(p—qj _sinp+sing
2 2 2
a) Déterminer les fréquencesf, 0 << 3w(/(2n), présentes dans le signal échantillonné.

b) Le théoréme d'échantillonnage a-t-il été respecté ?

ej4a)0t _e—j4a)0t ej2w0t +e—j2a)0t 1 ej(m)ﬂt _e—jéwﬂt eijot _e—j2a)0t 1,. )
a,b) x(¢)= 2 . 2 =3 2 + 2 =§(s1n(6a)0t)+ sin(2,1)).

3w,
7

,
Les fréquences présentes AVANT échantillonnage sont donc 2f; et 6f; avec fy=wy/27, c'est-a-dire —~ et
T

3o,
La fréquence d’échantillonnage étant f, == il est clair que celle-ci est trop faible pour assurer un
V4

échantillonnage sans repliement spectral de la seconde fréquence (théoreme de Shannon non respecté). Le

spectre de x(?) est constitué de 2 Dirac de mesure 772 en w=-2m, et -6@y, et de 2 Dirac de mesure —7/2 en

@=2w, et 6@). APRES échantillonnage idéal, on retrouve ces mémes Dirac, ainsi que leurs répliques, aux

mémes pulsations tnw, (n=0,1,2,...). Comme @, =6y, ne subsistent dans I'intervalle limité par la pulsation

de Nyquist @y=w./2, que 2 Dirac, aux pulsations -2y et 2y (fréquences * @, /7 ), de mesures respectives

72 et —'2 (les 2 Dirac apparaissant par repliement a la fréquence zéro se compensent puisqu’ils sont de signe

opposé). Finalement, la seule fréquence présente apres échantillonnage dans l'intervalle [0, 3w,/ 27[] est 2.

Exercice 7 :

Soit le signal 4 temps discret : x(n) = a".1(n),0<a <1.

a) Calculer Ia transformée de Fourier X(w) de x(n).

b) Le résultat est alors discrétisé aux N fréquences équidistantes: @, =27k /N ou k=0,1,...,N-1. Donner
l'expression de X (a)k )

¢) Comparer X (a)k ) avec X(k), la transformée de Fourier discréte d'ordre N du signalx(n).



l—ae™®

a) Par définition: X(w)= ZX(n)e Jon —Za" ~Jjan :ic(ae_-"’” )n __
n=—0 n=0 n=0

s 1
b) On aimmédiatement :X(a)k )z X(Zﬂk/N)zl_aeTﬂk/N.

Ly e
c¢) Par définition, la TFD s’écrit : X (k)= Zx(n)e J2mk[N — Za” J2mkIN Z(ae’-’z”"“’) =%
—ae

n=0 n=0 n=0 1 a

On constate donc que X (k)~X (a)k) si N est grand (a<1).

Exercice 8:
Déterminer les résultats des séquences d’instructions Matlab suivantes :
>>x=[1 2 3] ; >>X=fft (x) ; >>X2=fft (x,5) ;
>>y=[5 4 0] ; >>Y=fft(y) 7 >>Y2=fft(y,5) ;
>>conv (x,y) >>pP=X.*Y ; >>P2=X2.*Y2 ;
ans = >>z=real (1fft (P)) >>z2=real (1fft (P2))

? Z = 22 =

? ?

Dans le premier cas, on calcule un produit de convolution discret (le résultat Matlab étant de dimension 2x3

L0012 30 0.

.04 5 00 0 0. —> 5

.00 4500 0. — 14

.00 0450 0.. — 23

.00 00 45 0. - 12

.00 000 4 5. —> 0 d’oulerésultat:ans = 5 14 23 12 O

Dans le deuxiéme cas, on tente d’effectuer le méme calcul dans le domaine fréquentiel (produit simple au lieu
du produit de convolution) et de revenir dans le domaine temporel. Mais, du fait de la discrétisation en
fréquence effectuée lors du calcul de la transformée de Fourier discrete (/a ff ou transformée de Fourier
rapide n'est qu'une forme dalgorithme optimisée pour le calcul de transformées de Fourier discrétes), une
périodisation se produit dans le domaine temporel. Le résultat obtenu est donc erroné et correspond a une
convolution circulaire qui peut se schématiser comme suit (dans Matlab, z est de dimension identique a celle
des 2 signaux de départ) :
1

23

045045045 0.17

504504504 5.514

.4 50450450 4.—>23 doti:ans = 17 14 23

Enfln dans le dernier cas, on prend la précaution de rajouter deux valeurs nulles a la fin de chaque signal (ou
on calcule les fft sur 5 points, ce qui revient au méme) pour éviter ces problemes de convolution circulaire, et
I'on retrouve donc le résultat initial :

12 3
500045000 4.5
4 50004500 0.—>14
045000450 0.—>>23
004500045 0.>12
0004500045.50 doti:ans =5 14 23 12 0
Exercice 9 :

a) Soit la séguence d’instructions Matlab suivante :

N=1024 ;fe=1000 ;Te=1/fe ;
yl=2%sin (2*pi* (0:N-1)/(.02*%fe)+pi/4) ;
k=0:N-1 ; y2=cos (2*pi*100*k*Te) ;
y=yl+y2 ; t=k*Te ; plot(t,y)
Expliquer globalement ce que réalise ce programme puis commenter chaque instruction. Préciser
notamment les valeurs des fréquences, en indiquant sil s'agit de fréguences absolues ou normalisées par
rapport a la fréquence d’échantillonnage.

b) Expliquer a présent le but des instructions suivantes. Compléter le programme de facon a obtenir
successivement un graphe gradué entre 0 et fe/2, puis entre —fe/2 et fe/2.
Y=abs (fft(y)); plot(0:N/2-1,Y(1:N/2)) ,pause
f= ???; plot(f,Y(1:N/2)) ,pause
f2= ???; plot(f2, ???)



a) Ce programme crée un signal constitué par la somme de deux sinusoides et trace le résultat en fonction du
temps. Le nombre d’échantillons est fixé a N=1024, la fréquence d’échantillonnage est fixée a 1000 Hz (la
période d’échantillonnage est donc de 1/1000*™ de seconde). Le premier signal est un sinus d’amplitude 2,
de déphasage n/4 et de fréquence absolue 50 Hz (soit une fréquence normalisée de 0.05). Le deuxiéme
signal est un cosinus d’amplitude 1, de déphasage nul et de fréquence absolue 100 Hz (soit une fréquence
normalisée de 0.1). Le tracé s’effectue en fonction de la base de temps t en secondes.

b) La suite du programme est destinée a faire I'analyse spectrale par transformée de Fourier du signal
précédent, on représente en fait le module de sa transformée de Fourier discréte. Dans un premier temps,
on représente la partie du spectre comprise entre 0 et fe/2 en fonction du n° d’échantillon. Puis, on gradue
en fréquence: f=(0:N/2-1) *fe/N; plot(f,Y(1:N/2)). On pouvait aussi utiliser la commande
linspace: f=linspace (0, fe/2-fe/N,N/2). Enfin, on représente le spectre entre —fe/2 et fe/2,
gradué en fréquence :
f2=(-N/2 :N/2-1)*fe/N; plot(f2,fftshift(Y)) ou plot (f2, [Y(N/2+1 :N) Y (1 :N/2)1])

Exercice 10 :
Déterminer le taux de premier dépassement et la pulsation de résonance du filtre de fonction de transfert
1007°

s +103 +10072

G(s)=

2
)
s*+2w,s + @;

Ce filtre est un 2¢™ ordre pseudopériodique de forme standard : donc de pulsation propre

@;=107 et de coefficient d’amortissement £=0,5. Le taux de 1¢* dépassement et la pulsation de résonance sont

donnés par :
s .
D, =100¢ <" =100e & ~163% ; @, =, 12> =20% 22 214rad.js.
V2
Questions de cours :

a) Quelle est la relation entre la transformée de Laplace d’un signal échantillonné et sa transformée en z ?

b) Donner un exemple de signal a bande étroite et un exemple de signal 4 bande large.

¢) Qu'est ce gquun recouvrement ou repliement spectral ?

d) Donner un équivalent discret de la fonction de transfert G(s) précédente (exercice 10), par approximation
rectangulaire.

e) Dans quel cas la transformée de Fourier d un signal est-elle périodique 7

f) Montrer que la densité spectrale dénergie dun signal continu est égale au carré du module de sa
transformée de Fourier.

a) La transformée de Laplace d'un signal échantillonné est égale a la transformée en z du signal évaluée
pour z=e'" : X'(s) :X(z)|z:€m .

b) Exemple de signal a bande étroite : sinusoide. Exemples de signaux a bande large : bruit blanc, impulsion
de Dirac.

c¢) Le phénomeéne de recouvrement ou repliement spectral se produit lors de I'échantillonnage d’un signal a
support spectral non-limité, quelque soit la fréquence d’échantillonnage. Dans le cas d’'un signal a support
spectral borné, ces recouvrements ne se produisent que si le théoréme d’échantillonnage n’est pas
respecté. Dans les deux cas, les recouvrements spectraux sont dus a la périodisation du spectre du signal
entrainée par l'échantillonnage (qui correspond a une discrétisation) et, comme leur nom l'indique,
correspondent a des chevauchements ou recouvrements entre répliques spectrales.

d) L’approximation rectangulaire consiste a poser : §= , on a donc immédiatement :

e

10072 s 10072 B 100727}
s? +1075+1007° (Z_IJZ 0 1+1027, +1007 T2 = (2+104T, )z + 272
+1Urx

G(s)=
z-1 ZT—_1+100722

eZ



e) Dans le cas d’un signal a temps discret, donc en particulier pour un signal échantillonné.
f) Par définition, la densité spectrale d’énergie d'un signal a énergie finie est égale a la transformée de
Fourier de sa fonction d’autocorrélation: @ (w)=F [¢X (T)] Or, la fonction d’autocorrélation peut

s’écrire comme un produit de convolution : @_(7)=x"(—1)*x(¢) .

Onentire : @ (@)=F[x' (~0)*x()]=F[x" (-0)|F[x(0)|= X" (). X () =[x (/).



