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Examen final — Mathématiques Numeériques

Calculatrices, machines électroniques et ordinateurs portables interdits
Documents autorisés : une feuille A4 (recto et verso) manuscrite comportant uniquement des
rappels de cours (i.e. exercices interdits) a rendre avec votre composition.

Remarques : La clareté de la rédaction est un élément important de ’évaluation. Le baréme
est donnée a titre indicatif. Cet énoncé est composé de plusieurs exercices indépendants. Il n’est
pas demandé de traiter les exercices dans ’ordre dans lequel ils sont présentés.

Merci de composer sur deux copies séparées’.

1. Discrimination par moindres carrés J* 5 points */

On cherche a utiliser la méthode des moindres carrés pour effectuer une discrimination sur un
ensemble d’iris. L’objectif de cette discrimination est de trouver une relation mathématique entre
les caractéristiques de l'iris (longeur et largeur des sépales et des pétales) et leur type : setosa,
viriginica ou versicolor. On note w la longueur des sépales, x leur largeur, y la longueur des
pétales, z leur largeur et t le type de liris. Les caractéristiques w, x, y et z sont des réels mais ¢ est
un vecteur & 3 dimensions :

tel que st = 1 ssi l'iris est un setosa, vg = 1 ssi l'iris est un virginica et vs = 1 ssi l'iris est un

verscolor. Par exemple, un iris dont les caractéristiques sont les suivantes : w = 5.1, x = 3.5,
1
y = 14,z = 02ett= | 0 | est un setosa dont la longueur des pétales est de 5.1cm, ...
0
On pose donc le modéle suivant :
st (e31 b1 1 !
t=| vg | =flw,z,y,2)=| a2 |w+| B2 o+ | &2 Jy+| 12 |2
vs as B3 d3 V3

1. (2,5 points) On effectue m mesures (w;, Z, Yi, 2i, ti)1<i<m, étant entendu que connaitre ¢;
signifie connaitre st;, vg; et vs;. On cherche & déterminer le modéle f qui réalise

mfinZ”f(wi,ﬂ%yi,Zi)*ti||2- (1)

i=1
Déterminez la matrice A pour que le probléme s’exprime sous forme standard :

min || Au—v|?
u€R1?2

avec u = (al-,ﬁla(slv’yla 012,62,527’}/2, a37ﬁ3763573)T €R12a
v o= (sti, -+ ,8tm, Vg1, c,VGm, USL,- o ,US,) € R
2. (1 point) Ecrire A sous la forme d’une matrice diagonale par blocs dont les éléments diagonaux
sont identiques et notés M. Déterminer une expression des équations normales de ce probléme
en fonction de la matrice M.

IExercices 1 & 3 sur une copie et exercices 4 4 6 sur une autre
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3. (0,5 point) En déduire que la résolution de ce probléme de moindres carrés est équivalente a
la résolution de trois problémes de moindres carrés plus simples dont les équations normales
ne différent que par leur membre droit.

4. (1 point) On suppose que 'on dispose des deux fonctions matlab suivantes :
o [LU info] = factorisation_lu(M) qui fournit la décomposition LU « en place » de la
matrice M
« X = descente_remontee(LU,b) qui fournit la solution x de I’équation Mx = b ou LU
est la décomposition LU « en place » de M.

Ecrire une fonction Matlab [u] = pmc(w,x,y,z,st,vg,vs) qui calcule la solution du pro-
bléme.

2. Arithmétique flottante /% 3 points */
On cherche & coder la fonction suivante :
frzeRY—oz—x
1. (0,5 point) Quel probléme rencontre-t-on avec ’algorithme « naturel » :
7§ =x O sqrt(x)

lorsque x est proche de 17

2. (2 points) On suppose que la racine carrée sqrt calculée en machine vérifie
sqrt(z) = Vz(l+¢) avec || < .

9 — vl

lyl
et la valeur exacte y = z — y/z. Déterminer le comportement de l’erreur relative lorsque x
est proche de 1.

Calculer lerreur relative

entre le nombre machine ¢ calculé par ’agorithme “naturel”

3. (0,5 point) Quelle réécriture de f proposez-vous pour corriger le probléme rencontré 7
3. Systémes linéaires /¥ 8 points */
1. (1,5 point) Soit A € M3(R) la matrice suivante :

11 2
A=1 2 4 5
4 8 14

—_

Déterminez les matrices L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure telles que
A=LU et diag(L)=(1,1,1)

2. (0,5 point) En déduire que A est inversible.

3. (1 point) A partir de la décomposition précédente de A, calculez la solution du systéme
1
Ar=boub= | 2
4
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4. Interpolation /% 8.5 points */
1. (1 point) On considére les points
(0, o) = (0, 1), (21, 11) = (2, 7), (22, 42) = (4, 29).

En expliquant la démarche suivie, déterminez le polynéme P de degré 2 écrit dans la base

de Newton, tel que

2. (1 point) Déterminez ce méme polynéme dans la base de Lagrange.

3. (1,5 point) On souhaite calculer un polynéme @ tel que Vi € {0, 1,2}, Q(z;) = P(z;) = y; et
Q(a) = B. Quelle méthode allez-vous utiliser 7 Déterminez @ en fonction de P, « et .

5. Classification /% 2.5 points */

1. (0,5 point) Citez un ou plusieurs intéréts de la classification (appuyez-vous éventuellement
sur des exemples).

2. (2 points) Ecrire un algorithme de classification basé sur celui des H-means tel que :
« le changement de classe d’un point s’effectue uniquement si la classe a laquelle appartient
ce point comporte au moins deux points
. le changement de classe se fait en fonction du barycentre le plus proche (i.e. comme pour
les H-means)
« lorsqu’un point change de classe, on met immédiatement & jour les deux barycentres

concernés
6. Inertie /* 8 points */
Soient y € R et C = {x1,...,x,} un ensemble de n points de R? affectés de coefficients wy, . .., w,.

On considére une matrice A € M, «,(R) symétrique et définie positive c’est-a-dire que
(Az | ) > 0 pour tout = € RP z #£ 0.
Cette matrice A permet alors de définir une norme sur R? par :

F-lla s R? = R
= (Az | x)

On appelle inertie de C' par rapport & un point y et relativement a la norme || .|| ,, la quantité :

n

2

Ic(y) = Z%‘H zi —y|a
=1

Le but de cet exercice est de déterminer le point 7 réalisant le minimum de cette fonction.

1. (0,5 point) Soit F' : RP — R une fonction contintiment dérivable. Donnez une condition
nécessaire (mais pas suffisante) pour que le minimum de F' soit atteint en 3.

2. (1,5 point) Soit f 1y € R? — ||z —y ||124 oil z est un point fixé de RP. Calculez la dérivée
directionnelle de f dans une direction quelconque d et en déduire f'(y).
3. (1 point) Déduire de la question précédente la dérivée de I et montrez que le point réalisant

le minimum de Io est exactement le barycentre des points pondérés (z;,w;)1<i<n. Vous
admettrez qu’une matrice A symétrique définie positive est inversible.
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