ESIAL 1 — Module Mathématiques appliquées discretes

Logique du premier ordre : sémantique, interprétation, interprétation d’une formule, modeéle, théoreme

Exercice 1

En utilisant les constantes s pour Serge, t pour Tobby et les symboles de relation a(z,y) : “x aime y”, c(z) :
“x est un chien”, d(z) : “x est un animal domestique”, e(z) : “x est un enfant” et o(z) : “x est un oiseau”,
formaliser les énoncés suivants :

1. Les chiens et les oiseaux sont des animaux domestiques
.- Tobby est un chien qui aime les enfants
. Les oiseaux n’aiment pas les chiens

. Serge aime tous les animaux domestiques sauf les chiens
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. Certains chiens aiment les enfants

Exercice 2
Sémantique d’une formule close. Soit le langage £ = (X, F, R) de la logique du premier ordre défini par X =
{z, y, 2}, un cnsemble de variables, F = {a, f}, un ensemble de symboles fonctionnels tels que arité(a) = 0
et arité(f) = 1, et R = {p, q, 7, s}, un ensemble de symboles relationnels tels que arité(p) = arité(g) =
arité(r) =1 et arité(s) = 2.
On définit linterprétation I de la fagon suivante :
- |I] = {0, 1, 2} est le domaine de I,
~ le symbole de constante a est interprété par I(a) = 0.
I(f), linterprétation du symbole fonctionnel f, est une application de |I| vers |I| telle que :
0—0
()= 1-0
2—2
— Dinterprétation d’un symbole relationnel est définie ici par la donnée de I’ensemble des éléments vérifiant
la relation.
p est interprété par I(p) = {0, 1} (cela signifie que I(p)(0) =1, I(p)(1) = 1 et I(p)(2) = 0).
g, T et s sont interprétés par I(q) = {1, 2}, I(r) =0 et I(s) = {(0,1), (0,2), (1,2)}.
Pour chacune des formules suivantes, déterminer la valeur sémantique dans l'interprétation I et en déduire si
oui ou non I est un modele la formule.

(1) 3o () 2) 3z (p(2) A q()) (3) Ve (p(a) V (=)
(4) Vo (r(z) = q(a)) (5) (f(a) = (6) F(F(f(a)) = a
(1) Vo (s, (@) V (F@) =) (8) (V2 p(e)) = (Fz p(z))  (9) 3z p(a)) = (V2 p(x))

Exercice 3
Sémantique d’une formule comportant des variables libres. Soit le langage du premier ordre £ = (V, F, R) ou
V={z vy, ...}, F=0et R={r, s} tels que arité(r) =1 et arité(s) = 2.

On consideére Pinterprétation I telle que E = |I| = {n, n € N et n > 2}, I(r) est le prédicat “est premier”
et I(s) est le prédicat “divise”. Déterminer les variables libres de chacune des formules suivantes et donner sa
sémantique dans interprétation I.

1. Yy [s(y,®) = y = 7]

Sy [s(y,2) A=(z =y) = r(y)]

VY2 [r(y) Ar(2) As(y, T) As(z, ) =y = 2]

L YyVz [s(y, x) As(z, o) = s(y, 2)Vs(z, y)]

L Wy323t [r(y) Asy, @) = r(2) Ar(E) Az A EAs(z, y) As(t, y)]
Remarque : x # y est une abréviation de —(z = y)
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Exercice 4
Caractériser par le cardinal de leur domaine, les interprétations qui sont des modeles des formules (ou des

ensembles de formules) suivantes :
1. VaVy z =y
2. Jz3y ~(z =vy)
3. zy ... 3z Vy | \/ y = ]

1<i<k
4 3. 3wy [N\ ~@i=z)AC\ y=m)]
1<izj<k 1<i<k

5. Vz —r(z, )
YaVyVz r(z,y) Ar(y, z) = r(z, 2)
VYzIy r(z,y)
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