ESIAL 1 — Module Mathématiques appliquées discretes

Logique du premier ordre : syntaxe, termes, formules, substitution, variables libres, variables lié

Exercice 1
Rappel. Soit V' un ensemble de variables et F un ensemble de symboles fonctionnels munis d’une a
symboles fonctionels d’arité 0 sont les constantes). On rappelle que T(F, X) est I’ensemble des termes
sur X et F de fagon inductive par :
— la base : les variables et les constantes sont des termes de T(F,X)
- le pas d’induction : si ¢1,. .., %, sont des termes de T(F,X) et f est un symbole fonctionnel d’arité
f(t1,... tn) est un terme de T'(F, X)

Définition des positions. Une position est un mot sur le vocabulaire N\ {0} = N, qui permet de se d
dans un terme. Comme usuellement le mot vide est noté . Une position est donc soit ¢ soit de la forme
t € Ny et p est une position.

Sous-terme Soit ¢ un terme et p une position, le sous-terme tp de t & la position p est défini par réc
sur p de la fagon suivante :
- sip=calors {|. =1t
- sip=i.gqalorst), = Lijg sit = f(t1,...,tn)
— sinon ), est non défini
1. Solent X = {z,y, z,21, 22, ...} un ensemble de variables et F = {f,9,h,8,a,b,c} un ensemble de sy:
fonctionnels tels que arité(f) = arité(g) = 2, arité(h) = 3 et arité(s) = 1 et a, b et ¢ sont des cons
Mettre chacun des termes ¢; (1 <14 < 5) suivants sous forme arborescente et donner pour chacun ¢
— P’ensemble des variables du terme.
— P’ensemble des positions du terme.
— Les sous-termes aux positions 1.2 et 2.1.2 s’ils existent.

l1=2x,lp= ¢, g = h(a) b, C): ty = g(f(mz y),g(h(m, a, Z)a b)): ls = f(h(a,g(x, b)s‘,r)v f(g(y5 S(Z))’ b))
2. Montrer que pour toute position p, g on a Up.g = (t1p))q-

Exercice 2
Substitutions. Une substitution o est une application de ensemble des variables X vers I’ensemble des t
T(F,X) qui 8’6tend & I’ensemble T(F,X). Une substitution se note o = {z181,...,2 = sp} ot les 2
des variables distinctes deux & deux et les s; sont des termes différents de toutes les variables z;. On a
— o(z;) = s; pour tout ¢ dans [1,n]
- o(z) = z pour toute variable z différente des z;
B U(f(tla (KRS ) tn)) = f(g(tl)’ 552 J(tn))
Le domaine de o est Dom(c) = {z1,...,2,}.
Soient les substitutions o1 = {z + f(a,a), y — f(z,2), 2= b}, 00 ={z — f(z,9), vy~ f(a,2), 2
et les termes t; = f(z,y) et ty = f(f(x,y), f(z,b))

1. Donner les résultats des applications des substitutions o1 et o2 aux termes 1 et ty. Ecrire sous
arborescente les termes ¢ et ¢y et les termes obtenus par substitution.

2. La taille |¢| d’un terme ¢ est le nombre de nceuds de I'arbre qui le représente.
Définir par récurrence la taille d’un terme. Montrer que pour tout terme ¢ et toute substituti
lo(t)| = |t]. Peut-on avoir I’égalité dans la propriété précédente (donner des exemples ou une preuve
n’est pas possible).

Exercice 3

On considére les symboles de variables z, Y, les symboles de constantes a et b, les symboles de fonctions J
d’arités respectives 1 et 2, les symboles de relations r et s d’arités respectives 1 et 2. Les expressions suiv
sont-elles des termes, des atomes ou des formules ?

(1) g(b, f(a)) (2) f(g(f (=), 9(y, f(a))))
(3) f(r(®), a) (4) s(f(a), g(z,7(y)))

(5) (Vx G(CE, ) =0A 38z f(x)=5h (R) VrTud—clo BN A wla) — of £2) N1



Exercice 4
Variables libres, symboles mutificateurs, variables liées.

Quand on écrit des formules dans une théorie ou un environnement quelconque, en général apparal
de variables et parmi celles-ci on distingue en général les variables libres et les variables liées. Les vari
sont celles qui sont rendues muettes par un symbole mutificateur.

1. Dans chacun des environnements suivants donner des exemples de symboles mutificateurs et j
notion de variables liées associée a ces mutificateurs :

(a) En mathématiques, par exemple dans un environnement de calcul algébrique (notions de
produit discrets, d'intégrale.

En mathématiques, par exemple dans un environnement de théorie des ensembles.

En mathématiques dans un environnement ot on manipule des fonctions, des application
(d) En logique du premier ordre.

(e) En informatique, dans le cadre d’un langage de programmation.

2. Rappeler la définition d’une formule polie. Dans chacun des exemples suivants, calculer ’ens
variables libres, des variables liées (pour chaque variable, le symbole qui I'a mutifiée) et dire si
est polie ou non. Dans le cas oil la formule n’est pas polie, en écrire une autre équivalente et p

a“->/1 ziZf(” (y, ¢

i=1 j=1
10 1 n] n
(b) 1(21; Z'Lz*j ZZ’L-F]C
]= = i=1 J:

)
)
(e) (v )(p(w,y) ( )))
() Va[{va(p(z )Vq(fC))} = {¥y(Byr(=,9)) v (V2(@yr(y, 2)) Ar(z,9)))H

Indications. Mettre cette formule sous forme arborescente.
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