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Chapitre Introductif

I/ Probabilités, univers, événements

Définition 1 : L'univers, souvent noté (), est I'ensemble des éventualités
Définition 2 : On appelle éventualité tout élément de 1'univers ().

(définitions qui tournent en rond, en effet...)

Exemples:

- Un lancer de dés
0 =1{1,2,3,4,5,6}
Nombre d'éléments de 1'univers () : il se note #Q et vautici #0 =6

- Deux lancers de dés successifs :
0=1{1,2,3,4,5,6}x{1,2,3,4,56}={1,2,3,4,56} ={I,], /1 <1< 6}
Q est le couple formé par le résultat du premier lancer suivi du résultat du second.

- 20 lancers de dés successifs :
0 ={1,2,3,4,5,6}20={ll; .. I} /1<Li<6Vi€e{l.2,..,20}}

- rangement d'une liste en désordre, de longueur N :
Q = ensemble des permutations de {1,2,3,4,5,6] et #Q = N!

- suites des identifiants de 10M paquets de données :
Un identifiant : N bits = identifiant € {0,1}N
Une suite € Q = ({0,1}N)@0"™)
# Q= (2N)(10*M) = 2Nx10"M
— Probleme des occurrences distinctes

- Tirer un nombre entre 0 et 1, au hasard, a l'aide de l'instruction RAND() ou ALEA() ...
Q=1[0,1]

- Tirer n nombres au hasard a l'aide d'appels successifs a l'instruction RAND() (ou
autres...)
Q=[01]n
n=3 = () est le cube unité

Dans les premiers exemples () est fini, dans les deux derniers exemples () est infini, et méme non
dénombrable, ce qui induira des méthodes différentes pour calculer les probabilités, en utilisant
des intégrales sur A plutét que des sommes sur A.

Définition 3 : Un évenement A est une partie de I'univers Q (A c Q, A € P(Q))
(on note P(Q) I'ensemble des parties de Q)




Exemples

- Soit A = "la somme des deux premiers lancers est paire"

C'est a la fois une affirmation (vraie ou fausse) (du moins a posteriori) et une partie de
0={1,2,3,4,5,6}>

OnaA={(11),(1,3),(15),(2,2),(2,4),(3,1),(3,3),(3,5), ... }

. L . 18 1
On voit que #A = 18 alors que # Q =6% = 36, on a envie d'accorder a A la valeur % =32
plutot que la valeur 0 ou 1, a priori.

- 2 personnes a et b arrivent a deux instants X et Y tirés au hasard entre 0 et 1, en heures.
Le premier arrivé attend l'autre.

B = "l'attente est supérieure a % heure" est un événement de Q = [0,1]?
OnaB="{X=2Y+%}lou{Y=2X+%}"={xy) €EQ/x=>y+Yoouy=>x+ 1%}

Graphiquement :
1 0.5
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On a envie de dire que P(B) = ——— = ——=1/4

P(B,) = P(attente > t) = (1-t)® = aire d'une zone hachurée similaire a la précédente, mais
de cotés (1-t)

P(By) = % = P(Be) si (1-t)’= Y ousit=1- % =0.292h=17"'34"

Donc l'attente a une valeur typiquement aux alentours de sa médiane.

(Ndld : Non, je n'ai toujours pas compris méme apres réflexion intense...)

Définition 4 : Une probabilité P (ou plutdt une mesure de probabilité IP ) est une application
P:P(Q)—[0,1]
Possédant les deux propriétés suivantes :
- P(Q) =1etP(9)=0
- SiAy, Ay, ..., Ay, ... est une suite d'événements disjoints (Aic Q, AiN Aj= @ sii#j),
alors ]P)(UiZI Al) = ZiZl IP)(AI,)

Propriétés : En conséquence des deux précédentes propriétés, ona:
1-AcB=P(A) <P(B)
2-ANB=0=P(AUB)=P(A) + P(B)

3 - P(A9) = 1-P(A)

4-{ANA=0(Vi#j1<i,j<n)}=PULAi) =L, P(A)




5-P(A\B) =P(A)-P(B)siBc A

6 —P(AUB)=P(A) + P(B) - P(ANB)

7 = P(A1UAUAs) = P(A)+P(A2)+ P(A3) - P(A1NA2) - P(A1NA3) - P(A2NA3) + P(A1NA2NAs)
8 — Généralisation 2 Ay, ..., As (4-6+4-1=1)

At oo A o (D (1) =1)
— Formule de Poincarré

9-Sivn=1onaA,cAw1 alors P(Ups An) = lim, P(A4x)

10-Sivn>1onaB,>Bu alors P (N, Bn) = lim,P(B,)

Exemple dalgorithme randomisé plus rapide que I algorithme standard

Trions une liste y =(y1, ..., ¥n) = (Xo(1), «=r Xo(n))

Ou o est une permutation telle que x1 < Xz < ... < Xp et {X4, ..., Xn} = {y1, ., ¥n}
Al'aide de comparaisons deux a deux oul un oracle retourne une réponse binaire "x>y" ou
>y
Siy={x4,Xs,X7,%X2,X5,X3,X1}
On compare tout a X4 (X4 > X1, etc...)

Cela sépare la liste en deux parties {xz, x3, X1} et {Xs , X7, X5} colit : 6 comparaisons
U O )

{Xz, X3, X1}

On compare tout a x»

Cela sépare la liste en deux parties {x1} et {x3} coflit : 2 comparaisons
| _Ix2 | _Ixaf |||

{Xe ) X7, Xs}

On compare tout a X

Cela sépare la liste en deux parties {xs} et {x7} colit: 2 comparaisons
| _Ix2| _[xaf_|xe]|_|

Total : 10 comparaisons
| X1 [ X2 | %3 | Xa|X5|Xe|%7|

Sion avaiteuy = {x1, X2, X3, X4, X5, X6, X7 }
Cela nous aurait fait 6 comparaisons, puis 5, puis 4, etc... soit au total 21 comparaisons.

Exemples de mesures de probabilités :

voir feuilles 6bis et 6ter des notes de cours




II / Probabilités conditionnelles

Définition : Sur un espace probabilisé (Q, P) pour A et B € P(Q), tels que P(B)>0, on définit la
probabilité conditionnelle de A sachant B, notée P(A/B), de la maniere suivante :

P(A NB)

P(A/B) =S

Commentaire : On revoit le pronostic P(A) en fonction d'une information nouvelle, a savoir que
I'évenement B s'est produit : le résultat est le nouveau pronostic P(A/B)

Propriétés :

1 - L'application P(./B): A - PP(A/B)

P(Bou)—-[0,1]
est une probabilité sur l'univers B (sur l'univers () également) et en posséde toutes les
propriétés. Par exemple, si (Ci)iz1 ou (C)i<i<sn est une famille d'événements disjoints, alors

P(U; Ci/B) = % P(Ci/B)
2 - P(ANB) = P(B).P(A/B)

3- P(A1NA2N...NAL) = P(A1).P(A2/A1).P(A3/A1NAL). ... P(An/A1N...NAL1)
— chain rule

Application :

Une urne contient n-1 boules blanche et une boule noire.
On retire les boules de I'urne une par une, sans remise, jusqu'a épuisement de toutes les
boules.
P(Ny) = P(B1).IP(B2/B1). ... .P(Bk-1/ BiNB2MN ... NBik2).P(Nk/B1N...NBi-1)
Ou B; = "la i-ieme boule tirée de 1'urne est blanche"
N; = "lai-iéme boule tirée de I'urne est noire"

On voit facilement que

n

P(B1) = %

n—l
n—I+1

P(Bi/ BiN...NB.1) =

P(Nk/Bi..NBir) = ——

n—-1n n—k+1 1

=72
Dee I = n n—1""n—k+2n—k+1

1
n

Qu'on peut trouver plus directement, évidemment...

4 - Formule des probabilités totales
Etant donnés (Bi)i=1 (ou 1<i<n) une famille de parties disjointes telles que A c U; Bi (et que
P(B;) > 0), alors P(A) = ); P(Bi)P(A/Bi)




Application :

Une boite contient N boules dont N1 sont blanches et N2 sont noires. Calculer la probabilité
que la n+1 iéme boule tirée de la boite (sans remise) soit noire.

A ="Lan+1 ieme boule tirée est noire"
Bk = "Parmi les n premiére boules tirées, k sont noires et n-k sont blanches"

Alors Uj_¢Bk=Q>DAetk#1=>BcNB =0

Donc Poy1 = P(A) = ¥, P(Bk)P(A/Bk)

Clai P(A/B N2k ek
t, = =
airement, on a P(A / By) Nen _ N1+N2—n
N1 N2
) ) n—k ( k )
Moins clairement P(Bx) =—
()

Remarque :
(w7 (%)
Y o P(Bk)=1=3%}_, %
n

... a finir

5 - Formule de Bayes

P(B;j)P(A/B;)
2j P(B;j)P(A/B;)

SiAc U; B etsi{i #j} = {BiNB; = @} alors P(Bi/A)=

[II / Indépendance

Définition 1 : On dit que deux événements A et B sont indépendants (on note cela A || B ) si et

seulement si P(ANB) = P(A)P(B) (¥

Remarque:

SiP(B) >0, (*) est équivalenta P(A) = P(A/B)

SiP(A) > 0, (*) est équivalent a P(B) = P(B/A)

(P(A) = P(A/B) signifie "la nouvelle information B ne change pas mon pronostic sur A" )

Définition 2 : On dit que les événements (A;)1<i<n SOnt indépendants, et on note A1 || A2 [] ... ]| An
sil'une des conditions suivantes (équivalentes) est remplie :

2) V (e18) €{01}  P(AN ... N Am) = P(Aret) ... P(Aw) ot {

b) Vktelque2<k<n,Viy..,iktelsque 1 <i1 <iz < ..<ik<n
[P)(Au ﬂ ﬂ Aik) = [P)(All)]P’(Alk)

si=0=Ai
ci=1= Ai

Contre exemples
Voir notes manuscrites




Chapitre 2 : Variables Aléatoires

I / Généralités

Exemples

1) Rirang auquel se classera finalement le premier pivot dans le Quicksort classique (Le
paquet inférieur possede Ri-1 éléments et le paquet supérieur possede n-R; éléments)

P(R: = k) = 1/n, 1<k<n, si I'é]lément pivot est tiré au hasard. On dit que R; suit la loi

uniforme sur [[1,n]]. On a vu que IP(%SRl S%) =%+ O(l/n)

2) Supposons qu'on tire trois éléments au hasard dans la liste, sans remise. Posons
R=(R1,R2,R3) le vecteur de leurs rangs respectifs. C'est une variable aléatoire a valeurs
dans [[1,n]]3.

On dit que R est un vecteur aléatoire.

1

Ona ]P)(R= (k1,k2,k3))= m

si (ky,kz,ks)€ [[1,n]]3 et si les ki sont tous #

= 0 sinon
C'est encore une loi uniforme, sur un sous ensemble de [[1,n]]3. Posons

M=médiane(R1,R2,Rz3). Une question intéressante (pour I'étude de Quicksort avec

médiane) est de calculer P(M=k), 1<k<n, puis, par exemple, ]P)(;—lSM S%) ,de
N Y- n 3ny 1 1
maniére a vérifier que [P’(ZSRl ST) =2An+ O( /n) avec A> 1.

Ainsi on obtient une indication en faveur de 1'accélération de Quicksort en cas

d'utilisation de la médiane.

3) Soitle probléme des anniversaires pour N étudiants et m ( ~365) jours dans l'année.
(N boules et m boites). Soit V le nombre de boites vides, a la fin (ou le nombre de jours
sans anniversaire). Connaitre la loi de V permet de vérifier que, en un certain sens,
N~-m.log(V/m), ce qui permet d'estime N de maniére économe en temps de calcul et

en espace mémoire.

Exemples 4 et 5 a écrire, disponibles sur les notes de cours

I1 / Définitions Générales

Définition 1 : Etant donné un espace de probabilité ((,P) et un ensemble E, on appelle variable

aléatoire (notée v.a.) a valeurs dans E n'importe quelle application




X:Q0-E
w - X(w)
Si E € Z ou N on dit que X est une variable aléatoire a valeurs entieres.
Si E € R on dit que X est une variable aléatoire réelle (v.a.r.)

Si E € Rd ou EC Zd on dit que X est un vecteur aléatoire.

Définition 2 : La "loi de X", notée Py, est une probabilité sur P(E) définie de la maniére suivante :
pour AcCE, Px(A) = P{w € 0/ X(w) € A}) = P(X1(A))
X-1(A) est appelée "l'image réciproque de A par X"

Remarque : on note aussi souvent Px(A)=P(X € A), "X€EA" est une affirmation (a valeur
booléenne, vraie ou fausse) qu'on confond, comme souvent en probabilités, avec I'ensemble

X1(A)= {w € Q / X(») € A} = P(X1(A))

Propriété

Px est une probabilité sur I'univers E, c'est-a-dire que Px a les propriétés :

- Px(E)=1, Px(0)=0

-V (A1 telque Akc Eet (k# 1= AN A =0) ona Px(Uk=1Ar) = Y >1 Px(Ax)

Il en écoule que Px a toutes les propriétés d'une probabilité.

Exemples de lois

Voir polycopiés

Définition 3
SiX = (Q,P) - R est une variable aléatoire réelle, alors on appelle espérance de X et on note

E(X) ou bien fﬂ X.dIP la valeur suivante :

E= fﬂ X.dP = Zweﬂ X((D)P({(D}) si Q est fini ou dénombrable.

Si Q = R ou Rd et IP défini par une fonction f (la densité de IP ) [telle que f=0, fﬂf(a)). dw = 1] de
la maniere suivante :
PA) = fﬂ Ia(w).f(w).dw
=[.. szRAd 1a(wi, ..., wa).f(W1,..., 0a).dw1...dwa
Alors E(X) = [, X.dP = [ X(w).f(w).dw

=J e Jgepng Xa (@1, 00)f(01,.., 0a).dw1...dwa




Rappel
14 fonction indicatrice de A :

Six €A, 1a(x) =1, sinona(x) =0

En particulier, si Z est une v.a. (,P)—>E etsi ¢ : E - R est une fonction,
X = ¢oZ définie de (,P)-R par X(w) = ¢(Z(w)) est une v.a.r.
donc E(p(Z)) = fn d(Z(w)).P({w}) dans le premier cas

=[ . [ ¢(Z2(0))f(w).dw dans le deuxiéme cas

En conséquence si X et Y sont deux v.a.r définies de (Q,P)—R, X + Y est encore une v.a.r. et on a
IE(X + Y) = IE(X) + IE(Y) (Linérarité de l'espérance)
De la méme maniére, pour A,u € R, ona IE(?\ X+ L Y) =A ]E(X) + V1 IE(Y)
EQ L, AX) = Xt ME(XD)

Lorsque X, Y, Z sont définis sur Q = Rd, P tel que P(A) = fﬂ la(w).f(w).dw , avec Z défini par
Z=X+Y, c'est-a-dire Z(w) = X(w)+Y(w), alors :
EX+Y) = E(Z) = [, Z(0)f(w).do

= [,X(®)+Y(w)).f(w).dw

= [ X(0)f(w).do + [, Y(w).f(w).dw

=EX) + E(Y)

Croissance de l'espérance : Si X et Y sont deux v.a.r. définies toutes deux sur le méme espace

(Q,P) et telles que X<Y (c'est-a-dire V w € Q, X(w)<Y(w)), alors E(X)<E(Y)

Interprétation de l'espérance : E(X) est un nombre réel, une constante particuliere : E(X) est la

meilleure prévision (non aléatoire) qu'on puisse faire sur la valeur aléatoire X(w).
Cette précision est erronée, mais c'est la prévision qui minimise I'erreur, en un sens.
En particulier, si X(w) =a V w € Q (ou a est un nombre réel fixé), alors
E(X) = [,X.dP Lwea X(0)P({w})

= aQueaP({w}))

= aP(Uoea P{w}))

= aP(Q)=a

Autrement dit, si X(w)=a VvV w € (), alors X est facile a prévoir, car X n'est pas aléatoire. Dans ce
cas la meilleure prévision possible de X par une constante est bien s{r a. Il est donc heureux que

I'on ait E(X) = a dans ce cas particulier.




f>0
Nota: Si 0 = Rd et P défini par P(A) = fQ 1a(w).f(w).dw avec {f f(w).dw =1
0 .

etsi X(w)=aV wel)
alors E(X)= [, X(w)f(w).dw = [,af(w).dow =a. [,f(w).do=ax1=a

Exemples

A voir sur les notes de cours

Remarque : L'espérance de X est la meilleure prévision possible de la variable aléatoire X a I'aide
d'une constante, au sens suivant : I'erreur qu'on commet lorsqu'on approche X par la constante

a€R est |X-a| donc la moyenne de cette erreur au carré est Y(a)=E[|X-a|*]

Propriété : le minimum de a— y(a) est atteint pour le choix a,=E(X)
En effet, y(a)=E[(X-a)’] = E[X-E(X)+E(X)-a)?]

= E[X-EX))*+2 X-EX)(EX)-a) + (E(X)-a)’]
(cte) (cte)

= E[X-EX))*] + 2.(EX)-2).E[(X-E(X)] + (E(X)-a)*
= E[(X-EX))*] + 2+EC0-2)-ECO-E) + (E(X)-a)?
D'od Y(E(X)=E[X-E(X))*)]< Y(a) Va€ER

Définition
La grandeur IE[(X-IE(X))Z] = ]E(XZ)-]E(X)Z est appelée la variance de X et est notée

Var(X). Elle mesure le degré d'imprévisibilité de la variable aléatoire X : c'est |'erreur commise
lorsqu'on approche X par son espérance E(X), c'est-a-dire par la constante qui est la plus proche
de X. La variance est toujours positive ou nulle. Si Var(X)=0, alors X est constante.

On peut voir E(X) comme la projection orthogonale de X sur la droite des constantes, Var(X)
comme le carré de la distance de X a cette droite.

La relation y(a) = E[(X-a)?] = Var(X) + (a-E(X))? s'interpréte alors comme une application du

théoreme de Pythagore.

I1I / Variables aléatoires discretes

a) Généralités

Définition : Une v.a. X=Q—E est dite discrete si son image X({2) est finie ou dénombrable.
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Propriété : La loi de X, P, est alors déterminée par la donnée des nombres Px({x})=P(X=x) pour
X € X(Q).

Rappel
Px(A) = P(X1(A)) =P{w € Q / X(w) € A}) = P(X€A)

Px({x}) = PX({x}) = P({w € Q / X(w) € {x}}) = P(X=x)

Nota : {V X P(X:X)Z 0} et {ZXEX(Q) P(X:X):l}

Exemples de lois discrétes

X suitla:

e Loi uniforme sur E fini, par exemple E={ey,....en}

Alors P(x=ej) = 1/n, 1<i<n

SiE={1.2,.,6}x{1,2,..6}, X(w) =(X1(w),X2(w)) est le résultat des deux premiers lancers
d'un dé.

P(X=(ij))=1/36, 1<i,j<6

P(X1=Xz)=P(X€A) ou A est la premiere bissectrice.

P(XEA) = Yreanx( PX = x) = X0, P(X = (i,1) =6 *1/36 = 1/6

e E={12,.n,.}=N*
X désigne le numéro du premier lancer ou apparait un numéro pair.

P(X=Kk) = (1/2)k pour k=1

= 0 sinon
P(X<0) =T PX = 0)=%+ %+ .. =% (+%+% +.)=% =1
2
Car1+x+x*+ =117X si |x|<1

P(X<o)=1 = on finit toujours par voir apparaitre un numéro pair (pas trés surprenant)

o E=(N¥)?
X = (X1,X2) = numéro des lancers ou apparaissent les deux premiers numéros pairs.
X(Q) ={(n,m) €E /n=>1, m=>n+1}

P(X=(nm)) = (2)ksin=>1 et m=>n+1

= 0 sinon

P(X;=2X;1) = P(X€A) avec A = {(xy) / y=2x}

1 1
= = (=% —1=1/3
4

11




b) Espérances des v.a.r. discrétes

On supposeicique X(Q)c R
X(Q) est fini ou dénombrable.

Onaalors:
THEOREME : E(X) =X.xex(a) XP(X=x)
Conséguence : Si X est une v.a. discréte (non nécessairement a valeur réelle) et ¢ une

application de X(Q) dans R, alors IE((I) (X))= erx(g) (I)(X)IP(X= .X')

Ces formules restent valables lorsque () est infini non dénombrable.

Cas particulier important : ¢p(x) = x*

Var(X) = ( Xyex(q) X’P(X=x)) ~Qrex ) xP(X=x))?

Dans les domaines de sommation ci-dessus on peut remplacer X({2) par un ensemble
B2X(L) (on ajoute donc des termes "y P(X=y)" ou "¢(y)P(X=y)", tels que y & X(Q) donc
{weQ / X(w)=y}=0 et par conséquent P(X=y)=0)

Exemple :
Si X désigne le numéro du premier lancer pari, alors P(X=k)=(1/2)k, k=1. Intuitivement,
les lancers pairs et impairs sont aussi fréquents d'ou une fréquence %, et un temps

d'attente moyen E(X)=2
Le calcul donne E(X)=Yi1 k(1/,)k = ¢(1/2) , avec ¢ = Tz kxk

On remarque alors que ¢(x)/x = Yp>1 k. xk-1 = g—z x)

avecO(x) = Yysixk=1+x+x*+..= si |x|<1

1
1—x

donc p()=x5> () =x et donc ¢(1/2) = 2

1
(1—x)*

c¢) Lois jointes de v.a.r. discretes

Si X4, ...Xk : Q — Ek sont des variables aléatoires discretes, alors X(w)=(X1(w),X2(w),...Xx(w))
définit une application X : Q—-Eix..xEx et on a X(Q) € X1(Q) X ... X Xk(Q2) (les Xi(Q2) étant
dénombrables ou finis) donc X({) est fini ou dénombrable et X est une variable aléatoire

discreéte.

12



Définition : On appelle loi joinde de Xi, X»,...Xx la loi de la v.a. X = (X4,Xy,...,.Xx) définie de
Q—E;X ... XEk Cette loi jointe est décrite par la donnée de

P(X=(x1,..,Xx)) = P(X1=x; et ... et Xx=xx) V x1 € E1, ..., Xk € E.

Définition : On dit que les X sont indépendants ssi V xi1 € Eq, ..., xk € Ej,

P(Xi=x; et ... et Xi=xi) = [[*; P(Xi=x))

Exemple :

- La hauteur H et la couleur C d'une carte sont indépendantes. En effet,

P(H=h et C=c) =1/52 =1/13 * %4 = P(H=h)[P(C=c),

vhe{234,.,910VDRA} etV {e,v,& 4}

- Les numéros des deux premiers tirages pairs X1 et X» (cf exemples sur les lois discréetes)
ne sont pas indépendants car P(Xi=3)> 0, P(X:=2)>0 et P(X;=3 et X;=2)=0 #
P(X1=3)P(X;=2)

¢) Variable de Bernoulli

On dit que X est une variable de Bernoulli si et seulement si X(Q2) € {0,1} ("XvautOou1")
Si P(X=1)=p, alors P(X=0)=1-P(X=1)=1-p (avec 0<p<1)

On dit alors que X suit la loi de Bernoulli de parametre p

Exemple
Si X(w) = 1a(w) V w alors X suit une loi de Bernoulli de paramétre P(A).

Les fonctions indicatrices suivent les lois de Bernoulli

Ona IE(X) =p
Var(X)=p(1-p)

Nota : p—p-p* = p(1-p) atteint sont maximum pour p=0.5

Les variables de Bernoulli les moins prévisibles sont celles de parametre 0.5.

Exemples :
(voir premiere partie sur la page 10 du cours manuscrit, la seconde partie est celle sur la

loi géométrique)
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Cbis) La loi géométrique G(p)

On dit qu'une variable X suit la loi géométrique de parametre p si

P(X=Kk) = (1-p)¥1p pour k>1

= 0 sinon
On vérifie alors que gx(s)= E(sX) = Y > P(X=k)sk= 1_(11)S_p)s = 1%;: (ﬁ -1)
') = 1% o

1-p (1-(1—-p)s)?
M= EX)=1/p

g"(1) = EX(X-1) =252

1_
D'ot Var(X) = g«"(1) + E(X) - E(X)? = 2p = Var(X)

p

P(X>k) = (1-p)*

Nota : La loi géométrique est la loi du nombre de tentatives nécessaires pour obtenir un succes,
lorsque ces tentatives sont indépendantes et que la probabilité d'obtenir un succeés est p a
chaque tentative.

Supposons qu'un algorithme grossier mais rapide résolve un probléme de taille n, en n« pas, et
que la solution soit satisfaisante avec proba 1/n? (si elle n'est pas satisfaisante on recommence
jusqu'a obtenir un succes). Soit X le nombre de tentatives jusqu'au succes, alors X ~ G(1/n?) et

E(X)=n?, d'ol un algorithme qui résout le probléme "parfaitement” en n« E(X) = n«+2 pas.

IV / Variance, covariance et concentration

a) Propriétés générales

Définition : la covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y est notée Cov(X)Y). Elle est
définie par
Cov(X,Y)=E(XY) - EX)E(Y)
= E(X-EX))(Y-E(Y)))
Propriétés :
e ('estune forme bilinéaire symétrique :
Cov(X,Y)=Cov(Y,X)
Cov(}; 2iXi,Y) = Y,; AiCov(X,Y)
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Cov(X; AiX;, X5 wY)) = X j AiCov(X;,Yy)
e Laforme quadratique associée est la variance : Var(X)=Cov(X,Y)
En particulier Var(AX) = A*Var(X)
Var(¥; 2X)=X7 A*Var(X;) + 2 X1 j<n Cov(XiX;))
o ('estune forme positive : Var(X)=0 v X
- inégalité de Cauchy Schwarz |Cov(X,Y)|*<Var(X) Var(Y)
e Les constantes appartiennent au noyau de Cov (sont des vecteurs isotropes)
Cov(a,X)=0 V a€eR etV Xvariable aléatoire réelle
Cov(aX+b,cY+d) = ac Cov(X)Y)
Var(aX+b) = a®*Var(X)

Cov(X,Y) . . , . . .
v A <
S I ¢xy coefficient de corrélation de Pearson satisfait |gxy|<1

cGxy=1=>3JabeRyXRtelqueY=aX+Db
Gxy=-1>3FabeR*"XRtelqueY=aX+Db

— paralléle avec le produit scalaire

Exemple
N le nombre de lettres dans la bonne enveloppe
N =X + ... + Xn avec Xi = L"ai-eme lettre dans la bonne enveloppe"

Var(X;) = p(1-p) pour p=1/n

_n-—1
=
1
COV(Xi,Xj) = IE(Xin) - 1/n2 ]P)(Xiszl):n(n—l)
S S
" nm-1) n?
__1
- n’(n-1)
Var N = Z VaT'(Xi) +2 Z COU(Xi,X]‘) =n. Tln—zl i 2,n(n2—1) nn;zl =1

b) variance et concentration

Inégalité de Markov : Soit X une variable aléatoire supérieure ou égale a 0 et soit a un réel
E(X
strictement positif. Alors ]P’(XZ&) < ( )/a

Inégalité de BienAymé Tchebysheff : Soit Y une v.a.r. de variance finie (>0) et a>0.

aors P(Y-E(V)| = aVar(Y)) < —
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¢) Indépendance et Variance

THEOREME : Si Xy,....X4 sont des v.a. indépendantes (Xi: Q — E;) et ¢i: Ei > R, alors

E($1(X1) ¢2(Xz) ... da(Xa)) = [1i; E(i(X0)

En particulier:
Corollaire 1 : Si X3,..,X4 sont des v.a.r indépendantes, alors
E(Xi Xz... Xq) = 14, E(X)
Corollaire 2 : Si X et Y sont indépendantes (X[[Y), Cov(X,Y) =0
Corollaire 3 : Si X4[]...[1Xn,
Var(X! 4X;) = X1 A#Var(X)
Var(S X)= 57 Var(X)
Corollaire 4 : Si Xj,..,Xa sont indépendantes et de méme loi (donc de méme espérance
m=E(X1)=...= E(X,) et de méme variance o*=Var(X;)=...=Var(X,)) alors on aura:

P(X1 + ... + Xn € Jnm-acyn, nm+acyn[) > 1 - 1/a*

Inégalité de Hoeffding
On suppose que les v.a.r. X; sont indépendantes et satisfont P(a; < X; <b;)=1, 1<i<n.

Onpose Sp =Xi + ... + X

Sl ]P(Sn = ]E(Sn)Zt) Se_th/ Z?(bl_al)z
P(S“ - ]E(Sn)S-t) Se—th/ Yi(bi—ai)?
P(|Sn - E(Sn)|2t) < 2 e—2t°/ X1 (bi-ai)®

Exemple

Xi ~ Bernoulli( % ) ai = 0, bi=1, ¥} (bi — ai)*=n
E(Sn)=n/2 et Var(Sn) = n/4

BT: P(|Sn - E(Sn)|>avh) < —

Hoeffding : P(|Sn - E(Sn)|=ayn) < 2 e~22°

Démonstration de I'inégalité sur les notes de cours
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V / Lois binomiale et de Poisson

Q. =000100111100000100... =w; w; ... Xi(w) =w; € {0,1}

Combien de 1 dans un mot de longueur n ? dans w1 w; ... W ?

Définition — Loi binomiale : Si X vérifie

PX=k) =(;)px(1-p)»*x  si0<k<n

=0 sinon

On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p (ou que X suit la loi B(n,p))

Alors EX) =np
Var(X) = np(1-p)

Supposons qu'on accélére le temps : au lieu de jouer une fois par unité de temps — p succes par
unité de temps, on joue n fois par unité de temps mais avec toujours p succes par unité de temps

— probabilité de succés p/n a chaque tentative

Définition — Loi de Poisson : Si X vérifie

Ak ]
PX=k) = =€ pour k=0

=0 sinon

On dit que X suit la loi de Poisson de paramétre A. (A>0)

Ona EX)=A
Var(X) =A

Loi binomiale négative

Ou se trouve le k-ieme "1" ?

La position Xk du k-ieme "1" suit la loi binomiale négative de paramétre k et p définie par

Pu=l) =(L2)@-py*ps sil=k

=0 sinon

La loi binomiale négative de paramétre 1 et p n'est autre que la loi de Pascal (ou loi

géométrique) de parametre p.
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Ona IE(Xk)=§

2

Var(X) = k(;_p)

Loi Hypergéométrique H(N1,N2,n)
C'est la loi du nombre de 1 au bout de n tirages sans remise dans une urne contenant N1 boules

numérotées "1" et N boules numérotées "0". X suit la loi hypergéométrique ssi :

poey =telat)  iogian

= "(N{+N
(1572
=0 sinon
. N .
Sip= N1+1N2 et sin< N; + N, alors P(X=k)=~ (Z) pk(1-p)nk

(Sans remise = avec remise, sin<N; + N;)

Ona EX)=np

Ny+ Np—
Var(X) = np(1-p) 1\/11+—NZZ—111

VI / Fonctions génératrices

Définition : Soit X une v.a. a valeurs dans N, on appelle fonction (ou série) génératrice de X la

somme de la série entiere P(X=Kk)sk, lorsqu'elle converge. On la note Gx(s)

Gx(s)= Zk=0 P(X = k)s*=E(s¥)

Propriétés :

e La série converge absolument des que |s|<1 (il est possible qu'elle converge aussi pour
|s|>1) . En particulier, Gx(1)=1

o {Gx est dérivable a gauche en 1} si et seulement si {) kP(X=k)<+oo} et
Gx'(1)=) kP(X=k)=E(X)

e {Gx est deux fois dérivable a gauche en 1} si et seulement si {} k*P(X=k)<+o} et
Gx"'(D=Y k(k — DHPX=K)=E(X*)-E(X)
En particulier Var(X)=Gx"(1)+Gx'(1)- Gx'(1)?

e Si Gx=Gy alors Vk P(X=k)=P(Y=k), X et Y ont méme loi.

o SiXi[IXzI ... 11 Xn alors Gy, 1x,+ ..+ x, ($)=IIi=1 Gx,(s)
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Exemples et démonstrations

Voir notes de cours (encore !)

VII / Lois jointes de variables discrétes

1) Définitions

* Si X et Y sont deux variables discrétes, la loi jointe de X et Y est la loi de la variable discréte

Z=(X)Y). Cette loi jointe est décrite par la donnée de la famille de nombres

{P(Z=(xy))}xy) ex@xr@ = {P(X=x et Y=y) kex(@), yev(@

* De méme la loi jointe de k variables aléatoires Xj,..., Xk discrétes est la loi de Z=(Xy,..,Xx)
Elle est décrite par P(Z=(x1,...,Xx))=P(X1=x; et ... et Xk=xx) pour x; € X;(Q), avec 1<i<k

On note souvent P(X=x et Y=y)=Pxy et P(X1=x1 et ... et Xk=xx)=PP, ,,

2) Calcul de la loi de X et de Y connaissant la loi jointe de (X.Y)

P(X=x) = P (Uyeviy(X=x et Y=y)) = ¥, ey (o) P(X = x et ¥ = y)

]P(X=X) = Zer(ﬂ) Px,y

On note souvent Py, =2 er) Py donc P(X=x) = Px,.

On dit que (Px,. )xex) ou (P(X=x)) xex(n) €st une marginale (Ia premiére marginale) de
(Px, Jxyex@xv(@)
De méme P(Y=y) =X ex(y PX =xetY =)

= ZxEX(Q) Px,y

=P,
En général
PXi=u) =) P(X; =xjet..etX; 1 =x_1etX;=uetX;;1 =x;41et..et X =xp)
Avec (xq, ..x;) € X1 (W) X...X X, ()

Exemple (important ?)

Voir notes de cours... (p6 cours du 24/10)
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Rappels

X ~ loi multinomiale de parametre d, n, (P,...,Pq)

SiX= (X1,...,Xd) vérifie

n__pki pka siki+..+ks=n

PR=(kka)) =Py

=0 sinon

En particulier, si Y suit la loi Bin(n,p), alors (Y,n-Y) suit la loi multinomiale(2,n,p,1-p)

P((Y,n-Y)=(kik2)) = k11!11!czl pk1 (1 —p)*2 siki+k,=n
=(,:ll) pF1(1—p)2 sike=n-k;
= P(Y=ky)

(@ai+..+a)n=3 (kl.r.l.kd) a;*1..a kd
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